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Généralités sur les suites réelles

Définitions des suites usuelles

B Définition 1.1.1.1  (Suite réelle)

Soit ng € N. On appelle suite réelle toute application U de 'ensemble {k € N | k >
no} dans R. On note U(n) = U,, et la suite est notée (U, )n>n,. L'ensemble des suites
réelles est noté RY.

® Remarque 1.1.1.1

On note ’ensemble des applications d’un ensemble E vers un ensemble F par F¥.
Ainsi, RY est ’ensemble des applications de N dans R.

® Remarque 1.1.1.2
> Sing =0, on note plus simplement la suite (U,,),.
> (U,), désigne la suite en tant qu’objet ('application).

> U, désigne le terme de rang n de la suite (la valeur de I'application en n).

> (e ")nen est une suite réelle.

> (\/%)nzg est une suite réelle.

B Définition 1.1.1.2  (Suite arithmétique)

Une suite (U,), est dite arithmétique s’il existe un réel r, appelé raison, tel que pour
tout entier n € N :
Un+1 = Un + T



1.1. Définitions des suites usuelles

® Propriété 1.1.1.1 (Terme général d’une suite arithmétique)

Si (Uy), est une suite arithmétique de raison r, alors pour tous entiers n > p :

&P Formule clé

B Définition 1.1.1.3  (Suite géométrique)

Une suite (U,), est dite géométrique s’il existe un réel ¢ € R*, appelé raison, tel que
pour tout entier n € N :
Un+1 =q- Un

® Propriété 1.1.1.2 (Terme général d’une suite géométrique)

Si (Uy), est une suite géométrique de raison ¢, alors pour tous entiers n > p :

&P Formule clé

B Définition 1.1.1.4  (Suite arithmético-géométrique)

Une suite (U,),, est dite arithmético-géométrique s’il existe deux réels (a,b) avec
a € R\ {0,1} et b € R, tels que pour tout n € N :

Un+1 = CLUn + b

® Propriété 1.1.1.3 (Terme général d’une suite arithmético-géométrique)

o Méthode

Méthode : On cherche le point fixe [ tel que | = al + b, soit | = 2.

a

1—
La suite auxiliaire (V},),, définie par V,, = U,, — [ est géométrique de raison a.

On en déduit le terme général de (U,)y, :

&P Formule clé

VneN, U,=I1+a"(Uy—1)




1.1. Définitions des suites usuelles

B Définition 1.1.1.5 (Suite récurrente linéaire d’ordre 2)

Une suite (U,), est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe deux réels (a, b) tels
que pour tout n € N :
Un+2 = aUn—i—l + bUn

La suite est entierement déterminée par la donnée de ses deux premiers termes Uy et
U,.

* Théoréeme 1.1.1.1 (Solution d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2)

Pour trouver le terme général de la suite (U, ),, on résout son équation caractéris-
tique :

?—ar—b=0 (%
Soit A son discriminant. Trois cas se présentent :

» Cas1: A>0
L’équation (x) admet deux solutions réelles distinctes r; et ro. Le terme général
est de la forme :

Up, = ar] + pBry

ol (a, 3) € R? sont déterminés par les conditions initiales Uy et Uj.

» Cas2: A=0
L’équation (*) admet une solution réelle double r(. Le terme général est de la
forme :

U, = (an + B)ry

ol (a, 3) € R? sont déterminés par les conditions initiales.

» Cas3: A<0
L’équation (*) admet deux solutions complexes conjuguées z = re? et z = re=%.
Le terme général est de la forme :

&P Formule clé

U, = r"(acos(nf) + [ sin(nd))

oll (o, B) € R? sont déterminés par les conditions initiales.




1.2. Suites bornées

Suites bornées

E Définition 1.1.2.6 (Suite bornée)

Soit (U,), € RY.

» (U,), est dite majorée ssi IM € R,Vn € N, U, < M.
(i.e. 'ensemble {U,,n € N} est majoré).

» (U,), est dite minorée ssi Im € R, Vn € N, U,, > m.
(i.e. 'ensemble {U,,n € N} est minoré).

» (Uy,), est dite bornée ssi elle est majorée et minorée.

® Remarque 1.1.2.3

On note I'ensemble des suites réelles bornées B(R).

® Propriété 1.1.2.4

(Up)n € B(R) <= Ja > 0,Yn € N,|U,| < a.

Soient (Un)n, (Va)n € B(R) et X € R.
1. (Up)n + A(V,)n € B(R)
2. (Up)n - (Vi)n € B(R)

Q  Preuve

Soit ILII" > 0 tels que Vn € N, |U,,| <1l et |V, | <II'.
Alors Vn € N, |U,, + AV, | < |U,| + |A||Vo| < T+ [MIT.
Et |U, - V| = |Uy| - |V| <II-11'.




1.3. Monotonie d'une suite

@ Proposition 1.1.2.2
Si (Up)n, (Vi)n € B(R), alors (max(U,, V,,)), et (min(U,, V,,)), sont dans B(R).

- Conséquence 1.1.2.1

On peut exprimer le max et le min a ’aide de la valeur absolue :

- &P Formule clé N\

1
max(U,, V,,) = 5(Un+vn+ U — Vi) (1.1)

1
min(U,, V,,) = §(Un + Vo —|Un — Vi) (1.2)

r
\

Monotonie d'une suite

B Définition 1.1.3.7 (Monotonie)

Soit (U,), € RY.

» (U,), est dite croissante (resp. strictement croissante) ssi Vn € N,U,,.; > U,
(resp. Ups1 > U,).

» (U,), est dite décroissante (resp. strictement décroissante) ssi Vn €
N; Un+1 S Un (I‘GSp. Un+1 < Un)

» (U,), est dite monotone ssi elle est croissante ou décroissante.

® Remarque 1.1.3.4 (Méthodes pour étudier la monotonie)

o Méthode

Deux méthodes principales :

> Pour étudier la monotonie de (U,),, on étudie le signe de U, 1 — U,.

> SiVn,U, # 0 et de signe constant, on peut étudier la position de U{}:l par

rapport a 1, ou le signe de U{}—:l —1.




1.4. Suites extraites

1. (n?),, (y/n), sont croissantes. »

2. Soit la suite (Uy)n>1 définie par U, = >_; +k Pour étudier sa monotonie,
calculons U, 1 — U,.

n+1 1 n
U"“_U”:Z n+1l+k kzln
n+2 n 1
_kzzn iontk
"1 1 1 1 LN |
- (kz:;n+k+2n—|—1+2n—|—2> B <n+1+kz::2n+/~c>
1 1 1
oAl 2ntl) n+l
1 1

T o2+1 2(n+1)

_2(n+1)—(2n+1)

 2m+1D)(2n+1)
1

= D@t

Donc la suite (U,)n>1 est (strictement) croissante.

Suites extraites

E Définition 1.1.4.8 (Suite extraite)

Soit (Uy,), € RN et (p(n)), une suite strictement croissante d’entiers naturels. La
suite (V;,), définie par V,, = Uy, est appelée suite extraite (ou sous-suite) de
(Un)n par la suite d’extraction (¢(n)),. ¢ est appelée fonction d’extraction ou
I'extractrice (¢ : N — N).

® Propriété 1.1.4.5

» Si (U,), est convergente vers L, alors toute suite extraite (V,,), de (U,), est
convergente vers L.

» L’extractrice (¢(n)), vérifie I'inégalité suivante : ¥n € N, p(n) > n.

» Si (Uy,), est croissante (resp. décroissante), alors toute suite extraite (V},), de




1.5. Convergence d’une suite

(Un)n est croissante (resp. décroissante).

» Si (Uy,), est majorée (resp. minorée, bornée), alors toute suite extraite (V;,), de
(Uy)n est majorée (resp. minorée, bornée).

Convergence d’une suite

B Définition 1.1.5.9 (Convergence d’une suite)

Soit (U,), € RN et L € R. On dit que (U, ), converge vers L (ou que L est la limite
de (Uy)y) ssi :

Définition fondamentale de la convergence

Ve > 0,dng € N,Vn > ng, |U, — L| <e (%)

On note lim,, 1o U, = L ou U, — L quand n — 4o0.

® Remarque 1.1.5.5

Le ng s’appelle le rang a partir duquel 'inégalité (x) est vérifiée.

® Propriété 1.1.5.6

Soit (Uy,), € RN et L € R. Si (U,),, converge vers L, alors L est unique.




1.5. Convergence d'une suite

Q. Preuve

Soit Ly, Ly € R tels que U, — L et U, — L.
Soit € > 0. Par définition de la convergence, il existe ny,no € N tels que :

V?’LGl,|Un—L1| <€
Vn2n2,|Un—L2| <€

Soit ng = max(ny,ng). Alors pour tout n > ny :

Ly — Lo| = |Ly = Uy + Uy, — Ly
S ’Ll - Un| + ’Un - L2|
<ete=2
Comme cette inégalité est vraie pour tout € > 0, on en déduit que L; = Lo (on

peut se référer aux propriétés étudiées en Chapitre 3 sur la borne inférieure et
la borne supérieure). n

B Définition 1.1.5.10 (Suite divergente)

» Si (U,), n'admet pas de limite finie, on dit que (U,), est divergente.

» On dit que (U,), diverge vers +oo ssi : VA > 0,3ng € N,Vn > ng, U, > A et
on note lim,, ., U, = +00.

» On dit que (U,), diverge vers —oo ssi : VA < 0,3ng € N,Vn > ng, U, < A et
on note lim,,_, ., U, = —o0.

® Propriété 1.1.5.7

Soient (Uy,), € RN et I € R = RU{+00, —00}.

» Si (U,), converge vers [, alors toute suite extraite (V},), de (U,), converge vers .
On écrit : U, =1 = V(Ugyn))n sous-suite de (Uy)n, (Upm))n — I. L'équivalence
est valable.

Usy — 1
» Un cas particulier intéressant : n — U, — 1.
Usny1 — 1

» Preuve a refaire (ou a revoir...).

® Remarque 1.1.5.6

» Soit (Uy,), € RY. Si I(Uypny)n une suite extraite de (Uy,), qui n’admet pas de
limite, alors (U,), n’admet pas de limite.




1.5. Convergence d'une suite

» Si (Upn)n admet deux suites extraites (Usym))n €t (Uypm))n qui convergent vers
deux limites distinctes, alors (U, ), n’admet pas de limite. En d’autres termes,

iHt Exercice 1.1.5.1

Etudier la convergence des suites : (cos(nf)), et (sin(nd)), ou 6 € R.

® Propriété 1.1.5.8

Soient (U,), € RN et [ € R.

» U, >0 < |U,| —0.

> U, =1 <= |U,| — |l

» (U,), convergente —> (U,), bornée.

» Si U, — [ avec | €]a, b[, alors Ing € N,Vn > ng, U,, €]a, b|.
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1.5. Convergence d'une suite

Q. Preuve

Preuve de (U, — 0 < |U,| — 0)

La définition de la convergence vers 0 est : Ve > 0, Ing € N, Vn > ng, | X,,—0| < e.
L’expression |X,, — 0] se simplifie en |X,,|. Ainsi, U,, — 0 se traduit par |U,| < ¢
(a partir d'un certain rang), et |U,| — 0 se traduit par ||U,| — 0| < ¢, ce qui est
aussi |U,| < €. Les deux affirmations sont donc identiques.

Preuve de (U, — 1 = |U,| — |l|)

L’implication inverse est fausse, comme le montre le contre-exemple U,, = (—1)"
ou |U,| — 1 mais (U,), diverge. Pour I'implication directe, on utilise I'inégalité
triangulaire inversée : ||U,| — ||| < |U, —l]. Soit € > 0. Comme U,, — [, il
existe un rang ng tel que pour tout n > ng, on a |U, — | < e. En combinant
les deux inégalités, on obtient que pour n > ng, ||U,| — |I|| < e. Ceci prouve
bien que |U,| — |I|.

Preuve que toute suite convergente est bornée

Soit (U,), une suite qui converge vers [. En appliquant la définition de la
convergence pour € = 1, on sait qu’il existe un rang ng tel que pour tout n > ny,
on a |U, — 1] < 1. Ceci implique que [ — 1 < U, < [+ 1 pour n > ng. Les termes
de la suite sont donc bornés a partir de ce rang ng. L’ensemble des premiers
termes {Up, Uy, ..., Upn,—1} est un ensemble fini de nombres réels, il est donc
également borné. Par conséquent, la suite entiere est bornée.

Preuve de la stabilité dans un intervalle ouvert

On suppose U, — [ avec | €]a,b[. Puisque [ est strictement entre a et b, la
distance de [ a chaque borne est strictement positive. Posons ¢ = min(l—a, b—1).
On a bien € > 0. Par définition de la convergence, pour ce ¢, il existe un rang
no tel que pour tout n > ng, on a |U, — 1| < g, soit | —e < U, < l+¢. Par
construction, a <[ —¢e et [+ < b. On en déduit que pour tout n > ng, on a
a<U, <b. [ |

® Propriété 1.1.5.9

Soient (Up)n, (Vi) € RN et [,I' e Ret [ € R.
SiV,—>0etdIpeN,Vn>p:|U,—1 <|V,l|, alors U, — .

Q  Preuve
OnaV, =0 <= Ve>0,3Ing € N,Vn >ny, |V,| <e.
Donc ¥n > max(ng, p), on a |U, — | < |V,,| < e. D’ou la conclusion. |

11



1.5. Convergence d'une suite

® Propriété 1.1.5.10

Soient (Uy,)n, (Vi)n € RY tels que Ip € N,Vn > p: U, < V.
U, =+ +o00 = V,, = +00
V,— —o00 = U, > —©

Alors

Q Preuve

Soit A > 0. Par hypothese, il existe ng € N tel que Vn > ngy, U, > A. Donc
Vn > max(ng,p), V, > U, > A. D’ou la conclusion. On procede de méme pour
la deuxieme implication (on utilise —V,, et —U,,). |

® Propriété 1.1.5.11 (Régle de d’Alembert)

Soit (U,)n € (R*)" tel que |U{}:1| — 1 € [0; 400].

Critéres de convergence
> Sil<1,alors U, — 0.
> Sil>1,alors |U,| — +oo.

> Sil =1, aucune conclusion n’est possible.

A Attention

Attention : Le cas [ = 1 ne permet aucune conclusion! Il faut alors utiliser
d’autres méthodes.

On pose U, = g—; Etudier la convergence de (Un)n-

Ona Gt = (71(15% = <(77f11))nn:1 = i = (#1)”
Or (n%)n = (n—“)_" = (1 + %)_" e l<l.

Donc, par la rég?e de d’Alembert, U, — 0

® Remarque 1.1.5.7
Ona:VreR: (1 + %)n — €%, parce que : (1 + £>n — nn(1+E) = exp( m(—lj%—)) —

n &
o n
(&5

12



1.5. Convergence d'une suite

® Propriété 1.1.5.12

U,—1leR
Soient (Up)n, (Vi)n € RN tel peNVR>p:U, < Vet ¢ "
oient (Up)n, (Vi) els que Jp n>p <V,e {Vn—>l’€]R
Alors | < ['.
Q Preuve

Soit € > 0,dny,ny € N tels que :

Vn>n =5 +1<U, <l+35

Vn>ng: =5+ <V, <l'+5§

Donc pour tout n > max(ny,ns), on a :

s HI<U,<l+ 5V, <l + 35

= |—-1U'<e (Ve >0)

— [ -I'<inf(R}) =0Doul <. |

% Théoréme 1.1.5.2 (Théoréme des gendarmes)

Soient (Uyp)n, (Vi)n, W), € RY tels que Ip € N,V > p 2 U, < V,, < W, et
{Un S1eR

avec [ =1'. Alors V,, — .
W, =l eR

Q Preuve

Soit € > 0,dny,ny € N tels que :

Vn>mny:—e+Il<U,<l+¢

Vn>ng:—e+U<W, <l +¢

Donc pour tout n > max(ny,ns), on a :
—e+l<U,<l+e<V,<W,<l+e=1+¢

= |V, =] <e (Ve >0)

D’ou le théoréme. |

Ona:VnZl:Un:ZZﬂ#.

Calculons lim,, , o, U,.

Ona:Vn>1,Vke[l,n],1+n* <k+n><n+n’ Donc: g < 1y < g
Donc : n—?—jﬂ <U,< "—2

Or:%zﬁ——)let%zﬁ;—)l.

Donc, par le théoreme des gendarmnes, U, — 1.

13



1.5. Convergence d'une suite

- Conséquence 1.1.5.2

Soient (Uy,)n, (Vi)n € RY tels que V,, € B(R) et U,, — 0. Alors U,,V,, — 0.

® Propriété 1.1.5.13

U,—1leR

Soient (Uy)n, (Vi)n € RY tel
oient (Up)n, (Vp) esque{vn_>l,ER

Alors :

» U, +aV, — [+ ol pour tout o € R*

» AU, — Al pour tout A € R

» UV, =11

> Sil’yéO,aloranOEN,VnZnO:Vn%OetVin—>ll,

Q Preuve

» Soit a € R*. Soit € > 0. Par hypothese, il existe ny,ns € N tels que :
Vn > mny o Uy =1 < SetVn>mng: |V, =1 < ﬁ Donc pour tout
n > max(ni, ny), on a :
Un+aV, = (I +al')| < |Up =l + o[V, = V]| < 5+ 5 =€

» Soit A € R. Si A =0, la conclusion est évidente. Sinon, on applique le point
précédent avec o = .

» Les autres preuves sont dans le cahier, manuscrites.

[ |
® Propriété 1.1.5.14
Soient (Uy,)n, (Vi) € RN,
Alors :
1. (U,), est minorée et V,, —» o0 — U, + V,, = +0
2. (Vo)n est majorée et U,, » —c0 = U, +V,, - —o0
Q. Preuve
Ona:dmeR,VneN U, >m.
Donc :Vne N, U, +V, >m+V, = +o00. Dou U, +V,, — +o0. [ |

14



1.6. Suites adjacentes

% Théoréme 1.1.5.3

Soit (U,), € RY.

1. Si (Uy,), est croissante et majorée, alors (U,), converge vers sup({U,,n € N}).

Si (U,)n est décroissante et minorée, alors (U,),, converge vers inf({U,,n € N}).
Si (Uy,), est croissante non majorée, alors U,, — +oc.

Si (Uy,), est décroissante non minorée, alors U,, — —o0.

S

Toute suite monotone admet une limite dans R. Cela ne veut pas dire que
toute suite monotone converge.

Q Preuve

1. Soit M = sup({U,,n € N}). Soit ¢ > 0. Par définition de la borne supé-
rieure, il existe ng € N tel que M — ¢ < U,,, < M. Donc pour tout n > ny,
ona: M—-—e<U, <U,<M.Doul|U,— M| <e.

2. On procede de méme en utilisant la borne inférieure.

iHt Exercice 1.1.5.2

Calculer la limite des suites suivantes (si elle existe) :
» UyceRVneN: U, =U, +eUr
» UheRVneN: Uy =U, — U2

Suites adjacentes

E Définition 1.1.6.11

Soient (Uy,)n, (Vi)n € RY. On dit que (U,), et (V,,), sont adjacentes ssi :
» (Up,), est croissante et (V,), est décroissante (ou 'inverse)

% Théoréme 1.1.6.4

Soient (Uy)n, (Vi)n € RY deux suites adjacentes telles que U,, et V,, \..
Alors :

» Les deux suites (U,), et (V,), convergent vers une méme limite [ € R.

15



1.6. Suites adjacentes

» Vn,peN,ona:U, <V,
» VneN,ona: U, <I<V,.

Q Preuve

» Supposons que dng, pp € N tel que Uy, > V).
Alors, pour tout n > max(ng, po), on a : U, > U,y > V,, > V.
Donc, Vn > max(ng,po), on a : U, — V,, > Uy, — V.
Donc limy,—400(Un, — V,) =0 > U,y — Vi
— Upy < Vpo:

» On a (Up,), croissante et majorée par V;, donc elle converge vers [; € R.
On a (V},), décroissante et minorée par Uy, donc elle converge vers [ € R.
Or,V,—-U,—0,alorslb — ;=0 = l1 =lL=1€R.

» OnaVn,pe N,U, <V,.Doncp = +oo = Vn € NU,, <lim,_ 1V, =1.
De méme, Vp € N, [ < V.

Donc:Vne NU, <[ < V,.

Uy =70 &
Soit 2k~ "

iHt Exercice 1.1.6.3

On pose Vn € N : [, = fol (1;—}0" - e~'dt. Montrer, a 1'aide de (I,,),, que limU, =
lim V,, = e. Puis, montrer que e ¢ Q.

W Théoréme 1.1.6.5 (Théoréme des segments emboités)

Soit (I} = [ay, by)), une suite décroissante de segments (i.e. Vn € N, 1,14 C I,), avec
8(I,) = b, — a, — 0. Alors, N I,, = {l} avec | € R.

16



1.6. Suites adjacentes

Q Preuve
Ona:VneN, I, = [a, b,
» Ona:VneN: [, CI, < [aps1,bni1] C [an, by

< VYneN:a, <ay1 < by < by,. Donc (ay,), est croissante et (by),
est décroissante.

» Ona:d(l,) =b, —a, — 0. Donc (a,), et (b,), sont adjacentes. Donc, par
le théoreme des suites adjacentes, (a,), et (b,), convergent vers une méme
limite [ € R.

» On a : Vn € Nya, <[ < b,. Donc Vn € N, € [a,,b,] = I,. Donc
lCcNiS 1.

» Soit z € N I,. Donc Vn € N, x € I, = [a,, b,]. Donc Vn € N, a, <z < b,.
En passant a la limite, on a [ < x <[. Donc x = [. Donc ﬂ;:i’j 1, Cl.

» En combinant les deux inclusions, on obtient : (/25 I,, = [.

W Théoréme 1.1.6.6 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass)

Soit (U,), € RN une suite bornée. Alors, il existe une sous-suite (Ug(n))n
qui converge vers une limite [ € R, ie. (U,), € B(R) —
I(Uy(n))n sous-suite de (Up)n, (Upm))n = 1 € R.

Q  Preuve

On a : (Un)n € ]B(R) e Elao,bo S R,‘v’n € N, ag < U, < b().
On pose ¢(0) = 0, et ¢g le milieu de [ag, by].

On pose :

Alz{k>0/a0§Uk§CO}
Agz{k>O/CogUk§bo}

Ona:A1UA2:{k>0/a0§Uk§b0}:N*.
Donc A; ou Ay est infini.

» Si A; est infini, on pose a; = ag, b1 = ¢o. On choisit ¢(1) € Ay, donc Uy €

[CL(),C()] = [al,bl], donc by —a; = bO_TaO = bO_TaO, et (p(].) > gO(O) =0.

> Si Ay est infini, on pose a; = ¢y, by = by. On choisit p(1) € Ay, et on a

a1 < Uyay < by, done by —ay = Q;u‘” = @%’11 et o(1) > ¢(0).

Hypothése de récurrence : Soit n € N. Supposons que Jaq,...,a,,b1,...,b, €R
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1.6. Suites adjacentes

et ¢ qui vérifient :

Vk € [0,n],ar < Uy < by

VEk € [0,n],by —ar = b‘);k“o

Vk € [0,n], (k) > ok — 1)

{k > ¢(n)/a, < Uy <b,} = E est infini

Soit ¢, le milieu de [ay, b,]. On pose Ey = {k > ¢(n)/a, < Uy < c,} et By = {k >
Ona: EyUE, =FE. Donc E; ou Ej est infini.

» Si E) est infini, on pose a,11 = ap, bpy1 = ¢,. On choisit p(n + 1) € Fy, donc :

e(n+1) > ¢(n) > --- > p(0) d’apres H.R.
ap, S U (n+1) < Cn

bp—a bo—a
b1 — Qg1 = 2257 = 3580

» Si Fs est infini, on suit un raisonnement similaire.

On a construit deux suites (a,), et (b,), telles que ¢ : N — N est strictement
croissante et :
Vn € N, [an+17 bn+1] - [ana bn]

Vn € N, a, < Ucp(n) <,
Vn € N, b, — a, = 2%

2TL
(1) + (2) = (an)net(by)n sont deux suites adjacentes.
Donc, par le théoréme des suites adjacentes, (ay,), et (b,), convergent vers une méme
limite [ € R. Doit (3) = ¥n € N: Uy — [ € R.
|

® Remarque 1.1.6.8 (Récurrence forte)

» En récurrence simple, on prouve P(n) en supposant P(n — 1).
» En récurrence forte, on prouve P(n) en supposant Vk < n, P(k).

» Exemple : Pour prouver que (U, ), est croissante, on peut supposer que Yk <
n, Uk < Ugq1.

® Remarque 1.1.6.9

I est dit intervalle de R ssi Va < b € I, [a,b] C I.
Un segment est un intervalle fermé et borné.
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Suites récurrentes

E Définition 2.2.0.12

Soient D une partie non-vide de R et f: D — R. Soit / un intervalle de D stable
par f, ie. f(I) C I (ce qui équivaut a dire que Vx € I, f(z) € I). Soit la suite
(Uyp)y définie par Uy € I et Vn € N, U, 11 = f(U,). La suite U, est appelée la suite
récurrente associée a f (d’ordre 1).

® Remarque 2.2.0.10

La condition f(I) C I est essentielle pour que la suite soit bien définie.

Q  Preuve (Contre-exemple)

Onpose: f:x — o —1,1=]1,400] et Uy =5.
Ona:Ulzf(U0)=\/5—1=2, UQZf(Ul)I\/Q—lzl

Or 1 ¢ I, donc Us n’existe pas et donc la suite n’est pas définie pour tout n.
Le probleme vient du fait que f(I) =R’ ¢ I. [

® Remarque 2.2.0.11

SiUy=aetVn e N: U,y = f(Uy,), alors la suite (U,), est entierement déterminée

par Uy, et on peut écrire :
& Formule clé

VYneN:U, = f"(a)

olt f™ est la composée de f avec elle-méme n fois (avec la convention [ = idg).
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2.1. Monotonie

Monotonie

® Propriété 2.2.1.15

f(z) > 2 = (Uy,), est croissante

1. Vz e I:
flx) <z = (U,), est décroissante

2. Si f est croissante sur I, si Uy < Uy, alors (U,), est croissante, et si Uy > Uy,
alors (U,,), est décroissante. Ce résultat est démontré par récurrence.

3. Si f est décroissante sur [ :

Usny2 = f(Uans1) = f(f(Uzn)) = f*(Uan)

Usntsz = f(Uzns2) = f(f(Uzn41)) = f*(Uzn+1)

Donc les suites (Usy, )y, et (Ui 1), sont récurrentes d’ordre 1 associées a f2 = fof,

qui est croissante sur /. Donc Us, et Us,,1 sont chacune monotones (voir point
précédent).

Vn € N:

Convergence

® Propriété 2.2.2.16

Supposons que f est continue sur / C R avec I = I U {inf(I),sup(/)} (exemple :
I =]1, +oo[, alors I = [1, 4+00]).

Si U, converge vers [ € I, alors | = f(I), i.e. la limite éventuelle de U, est une solution
de I'équation f(z) = = sur I.

Etudier la convergence de la suite définie par Uy € R et VYn € N: U,y = %.
On a: Vn e N* U, € [0,4o0].

On a : Vz € [0,400[, f(z) = % >

— 22 —4x+3>0

— (z—-1)(x—3)>0.

Donc f(z) > x pour = € [0,1] U [3, +o0[ et f(z) < z pour = € [1,3].

Cas 1:U;€[0,1]. Ona: f([0,1]) C [0,1].

Donc (U,,), est croissante et majorée par 1.

Donc U,, — 1 € [0, 1].

Orl=f(l) = - 41+3=0 = [€{1,3}.

Doue U 5 1]
Cas 2 : Uy €]1,3].
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2.2. Convergence

Ona: f([1,3]) C [1,3].

Donc (U,),, est décroissante et minorée par 1.

Donc U, -1€[1,3].Orl=f(l) = *-4+3=0 = [€{1,3}.
Ori<Uy<3 = [+#3.

Donc .

Cas 3 : [ € [3, +o0.

On a : f([3,+00]) C [3, +o0].

Donc (U,), est croissante. Supposons que U, est majorée.

Donc U, =1 € [3,4+00[. Orl=f(l) = >—4+3=0 = 1 €{1,3}.
Orl>3 = [=3.

Donc si (Up)y est majorée.

Cela impliquerait que 3 > Uy, or Uy > 3 car U, .

Donc, comme (U,), est croissante et non-majorée, on a : |U, — +oo|.

Cas 4 : Uy € {1,3}.
Ona:‘Un:UO%UO‘.
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I Suites complexes

E Définition 3.3.0.13

Soit m € N. On appelle suite complexe toute application U
{keN/k>no} —C
n— U(n)=U,

On note I'ensemble des suites complexes par CV.

® Remarque 3.3.0.12

Soit (Zn)n € CN. Alors : Vn € N, Z,, = R(Z,,) + iS(Z,) avec R(Z,,),S(Z,) € R.
Donc, on peut définir deux suites réelles (R(Z,)), et (3(Z,))n. On peut alors définir
une suite complexe par la réunion de deux suites réelles.

B Définition 3.3.0.14 (Suite bornée dans C)

Soit (Z,), € CN. On dit que (Z,), est bornée ssi la suite des modules (|Z,]), est
bornée dans R, i.e. ssi IM € R,Vn € N, |Z,,| < M.
On note B(C) I'ensemble des suites bornées dans CN.

Z, = (%)n est bornée car : Vn € N, |Z,,| = ‘%

® Propriété 3.3.0.17

Soit (Z,,), € CN.
Ona: (Z,), € B(C) < (R(Z,))n € B(R) et (3(Z,))n € B(R).

ST
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Q Preuve

<= Trivial.

® Remarque 3.3.0.13
1. Les définitions et propriétés de convergence dans R s’étendent naturellement a
C (elles sont analogues).

2. Les opérations algébriques sur les limites des suites complexes sont analogues a
celles des suites réelles.

3. Une suite complexe est soit convergente soit elle n’admet pas de limite.

4. La notion de suite monotone n’existe pas dans CY car C n’est pas ordonné.
Cependant, on peut définir la notion de suite bornée (on vient de le faire 111).
La notion de suite adjacente n’existe pas non plus dans CV.

® Propriété 3.3.0.18

Soit (Z,), €CN.Ona: Z, »l=a+ib < {2&;:; :Z
Q Preuve
= Ona:|R(Z,)—al=|RZ,.-D|<|Z.—1 (...).
<= 'Trivial.

iHt Exercice 3.3.0.4

Soit (ay), € CN tel que a,, — 0. Montrer que (1 + n)n — 1.
Ona:|(1+%)"—1|= | Xpd Ok | < S, Cklesl — (1 4 leslyn 9 5 0. Dot ...
CQFD.
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W Théoréme 3.3.0.7 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass dans C")

Toute suite bornée dans CN admet une sous-suite convergente.

Q Preuve

Soit (Z,), € B(C). Donc, par la propriété précédente, (R(Z,)), et (3(Zn))n
sont dans B(R).

On pose : z, = R(Z,) et y, = I(Z,).

On a: (z,), € B(R). Donc, par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass dans RY,
il existe une sous-suite (Zy(n))n qui converge vers [; € R.

On a : (Yu(m))n € B(R). Donc, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass dans RY,
il existe une sous-suite (Yp(ypn)))n qui converge vers Iy € R.

Et on a : x,ym)) — 1, parce que c’est une sous-suite de ,,.

On pose : ¢ = ¢ o1). On a bien : (Zp(n), Ypn)) convergentes.

Donc : Zzm)y = Tpm) + 1Wem) — Iy +1ily € C.

Donc : (Z,), admet une sous-suite convergente. CQFD. [ |

iHt Exercice 3.3.0.5
Soient (an)n, (bn)ns (€n)n, (dn)n € B(R).

Montrer que d3f : N — N telle que f str. croissante et
(af(n))n, (bf(n))m (Cf(n))n; (df(n))n convergent.
Solution :
VneN: On 1
V., = ¢, +1id,

&  Application 3.3.0.1

Soit (U,), € CN.

P =57
On pose : " ZSZO Ukl
Sn = Zkzo Uk

Montrer que : (P,), converge = (S,,), converge.

Q. Preuve

Preuve a refaire (recopiage complétement faux) |

24



I Complément : Moyenne de Cesaro

E Définition 4.4.0.15 (Convergence au sens de Cesaro)

Soit (U,), € CN. On dit que (U,), converge au sens de Cesaro ssi la suite des
moyennes partielles (V},), définie par : Vn € N, V,, = %ZZ:O Uy converge dans C.

® Propriété 4.4.0.19

Si (Un)n € CN tel que : U, — | € C, alors (U,), converge au sens de Cesaro et
iy, so0 Vi = L.
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Q Preuve

Soit € > 0.

Comme U,, — [, il existe ny € N tel que : Vn > ng, |U, — | < 5.
Donc, pour tout n > ng, on a :

1.2 12 1
|vn—u=|—<2Uk>—1\=\—z<m—z> < LS
Ly "o o
1 no—1 n
= Vo< | X U=+ X (U=
n\ =1 k=ng+1

1 [ro! €
= \Vn—l|§—<z |Uk—l]+(n—n0)—>.
n\ ;5 2

(07 3
Vi, =1 < — —ng)=.
— V=l £ 2+ (0= o)’

avec o = Y12 Uy, — 1] (constante).

Etona: 2 —0.
Donc il existe n; € N tel que : Vn > nq, & < 5.
Donc, pour tout n > max(ng,ny), on a :

€

226.

€
n_l o
\% |<2+

Donc V,, — [. CQFD. O]

® Propriété 4.4.0.20

Si (Uy,)n € RN tel que U, — +o00, alors (V,,), — +0o0

Q Preuve

On a:VA>0,3dny € N,Vn > ng, U, > 2A.
Donc, pour tout n > ng, on a :

S|

Vo= 130>
" =0
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® Remarque 4.4.0.14

Si (Un)n € RY converge vers [ € R, alors (V,)n converge vers [.

A Attention

La réciproque est fausse : (U, ), ne converge pas forcément si (V,,),, converge.

W Théoréme 4.4.0.8 (Cesaro généralisé)

Soient (Uy,), € CN et (o), € RN tel que : 3,29 av, = +00.
Silimy, 10U, = a € C, alors :

! ZakUk—ML

Vo ==
Ek:o Ak 120
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